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Formalizam

@ motivacija za nekomutativnu gravitaciju i kvantovanje

@ razni pristupi: dinamika gravitacionog polja, simetrije, geometrija
@ sferno-simetri¢na reSenja: Schwarzschild, FRW
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Formalizam

— pristup koji koristimo je nekomutativni frame formalizam, t;.
pokusavamo da opiSemo nekomutativnu gravitaciju kao (nekomutativnu)
geometriju

— NC prostor = algebra A generisana koordinatama tj. operatorima x*,
[xH, x"] = iku? S (x)
— do metrike se dolazi preko diferencijalne geometrije: osim koordinata
definisemo diferencijal d i 1-forme 0%,
df = (eqf) 0% = [pa, f]10¢

uz [f,0%] = 0.
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Formalizam
— specijalno, dx* = [p,, x"]0* = L%, pa mozemo da odredimo metriku
guu _ ep el/ naﬁ
— posto je prostor nekomutativan, da bi algebarska i geometrijska struktura
bile dobro definisane i kompatibilne imamo razli¢ite uslove. Na primer,
ikp? dJP = [dxH, x*] + [x*, dx"],

naravno i Jacobi,

[, J7] + [xP, J#¥] + [x7, JP] = 0
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Formalizam

— impulsi p,, imaju u formalizmu poseban zna&aj. Oni mogu a ne moraju
da budu unutar prostora A: npr. u kvantnoj mehanici imamo

Pu = 8}“ [p;u f] = (8Mf)
— u stvari u komutativnom prostoru impulsi moraju da budu van algebre
koordinata, ali u nekomutativnom slu€aju mogu da budu i svi u A. Ako su

x* matrice, izvodi su uvek unutrasnji

— iz kompatibilnosti sledi da je algebra impulsa (najvige) kvadratna,

2P 5paps — F’15p5 — Ky = 0

— u vodecem redu po k formalizam je difeomorfizam-invarijantan; lokalna
Lorentz-invarijantnost je narudena relacijom [f,0%] =0
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‘Fuzzy’ sfera

— kod ‘fuzzy sfere’ algebra koordinata data je sa

. ik
[x?, xP] = ikC?P x¢ = — €< x,

a radijus r je definisan Casimir-ovom relacijom r? = (x?)?
izaberemo IR algebre so(3)

= X, daje dx? = %eabcxbec i metriku sfere

konstantan je ukoliko
— izbor impulsa ikp,

. .1 .
g7 = 0.0, 55 (r?6% — xPx?) = 66,7
r

— ‘onion’ model - 3d prostor u sfernim koordinatama kao suma svih IR,

A" =@, M,. Nema impuls p; jer je r Casimir-ov operator
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Kosmoloski model

— polazimo od opsteg Ansatz-a za algebru impulsa

gde je

Maja Buri¢ (BU)

iku?

[pav Pb] = Tuﬁabc(npc + Pcn)
ik

[Po, pc] = Tlu(ﬂ'opc + pcmmo)
ik

[p47 Pc] = TM(WM)C + Pc7T4)

[po, pa] = ikp? =

- ikp?
[=.pd = 5= (Tpe + peT),

M=a+ bpy + cpa
mo = a0 + bopo + copa
T4 = ag + bapo + caps.
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Kosmoloski model
— Jacobi-jevi identiteti ograni¢avaju ovu algebru na

[pa: Pb] = ikp*eancpe,

[M,p] =0
ik 2
74, pa] = 1 c(mapa + pama)
2
ik
[a, 1] = —“ c(mall + Nrg),

ili ako uvedemo (, = M~1p,, na tenzorski proizvod

[Caa Cb] = ikeabcCC
[na Ca] =0
[7747 <a] =0

%
(M, 7] = %(nm + 7maM)

odnosno )
24 pcc
I_I7T4 = q7T4r|a q= 2
2 — plc
Maja Buri¢ (BU) Jedan nekomutativni kosmoloski model Div&ibare 2013

9/19



Kosmoloski model

— da bismo odredili metriku treba da identifikujemo koordinate. Uze¢emo
da su to (¢?,r, t) uz Ansatz

1
ikpPN=f(r)==,  ikp’m = G(t)
r
— kompatibilnost ovog Ansatz-a sa algebrom impulsa daje
G
[r,t] = —ikJ(t,r) = ikep®r —.
G
— iz izraza za d¢', dr i dt moZemo da odredimo

1 cG cG
e, = . 5’aeabC§b, ef = crG, eg =——0( 0
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Kosmoloski model

— komponente metrike su

gij — e;e{)53b _ %(5U(5bd _ 5id5jb)<b<-d _ %5;5{)(%;:1;

gt = (ch)2
G\2
0__q_2(cE
g (1-¢9) (r =
G
0i _ ik i_ i
g =ik 5z
— uvodeéi novu promenljivu %dt = —Ad7 u komutativnhom limesu imamo
A2r? 1
2 _ 2 At 42, 2
ds ——de +W€ Tdr +r dQ

2(1 + c? — c2¢?)
2

— skalarna krivina je datasa R = —12c%e™ 7
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Kosmoloski model, zaklju&ci

— Ansatz za koordinate moZe da se uopsti, ali kad se re$i svede se na
smenu promenljivih r i 7: dobijena geometrija je, u okviru postavljenih
grani¢nih uslova, jedinstvena

— dobijeno kosmolosko reSenje je izotropno ali nije homogeno

— r i t imaju kontinualne spektre: spektar od r je poluprava a od t prava.
¢? imaju diskretan spektar

— prostor nije stati¢ki jer smo se ograniili na slu¢aj kad su svi impulsi
unutar A
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Stati¢ka resenja

— da bismo dobili stati¢ko reSenje menjamo pristup: polazimo od algebre
koordinata i stati¢kog Ansatz-a za frame, impulse ¢emo analizirati
naknadno

— ovakav pristup je u neku ruku prirodniji, medjutim je deo problema
postaju pocetni uslovi tj. prostor u kome se trazi skup resenja.

— cilj je da ‘minimalno’ pove¢amo algebru koordinata tako da dobijemo
Zeljeno ‘fizicko' reSenje; ali oba ova pojma su u neku ruku proizvoljna
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Stati¢ka resenja

— pretpostavljamo da je skup koordinata (x?, r, t); oznatavamo p? = (x?)?
i tretiramo i p kao varijablu. Ansatz za komutatore:

[x?, xP] = ikpulp~t e3P x, [x?, r] = ikudax?®

[x?, t] = ikpdox? [t,r] = ikJ

gde su J = J(p, r, t)' Jo = JO(p7 r, t)' Jy = J4(p? r t)
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Stati¢ka resenja

— Jacobi-jevi identiteti daju jednacdine

xa[L,x?] =0 tj. %JL; + %J@ =0

n(2L — Pg—;)Jo - %J =0

w(2L — pg—;)h — %J =0

%Jz; + %Jo - %J - %J - up%—"ﬁJo + MP%—?J:; =0

— najjednostavnije reSenje, ako pretpostavimo da nijedna funkcija ne zavisi
od vremena, je
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Stati¢ka resenja

— frame Ansatz je

1

1
02 = —hp~te®x,dx. + - xp0°x?, dx? = € xp0..,
p hp
0* = gdr, dr = g~ 164,
0% = fdt, dt = f16°.
— njegova kompatibilnost sa komutatorima daje jednacine
0o 10} dh dh
or ’ 8r(g )=0, or ( +p8p) 0
oL
Lp™h = . — =
d(Lp™) =0 tj. Z-=0

— dodatna jednacina koja sledi iz definicije spoljadnjeg proizvoda 1-formi
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Stati¢ka resenja

— jednadine se mogu pojednostaviti izborom radijalne koordinate, posto je
formalizam invarijantan na difeomorfizme.

— prvi slu¢aj: koordinata 7, g(7) =1
— jednadine daju

J=const, h(F) = pke™, f(F) = cosh?(AF)
— klasi¢ni limes

ds? = — cosh*(VAF)dt? 4+ d7? + p* 2" dQ

— krivina R = —8A — 6/% — 8v/A tanh(v/AF) + 4A cosh—2(V/AF)
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Stati¢ka resenja
— drugi slu¢aj: koordinata r, h(r,p) = C(p)r
— jednacine daju

J

dC 1
(C+pdfp)Jor, £= .,

u najjednostavnijem sluéaju, ili opstije,
e’ abp
rizap 1—ap

g:

— reSavanje jednaline za f je komplikovano, ali se u najjednostavnijem
slu¢aju u klasi¢nom limesu dobija

L (r2+1)* 1
2_ -\ 2] 2 - 2
ds® = — e - dt’ + 5 +r°dQ

2

— i krivina R:—m (—1—|—r2+5r4+11r6)
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Stati¢ka resenja, zakljuéci

— navedena dva reSenja su ista do na smenu promenljivih, ali postoje i
opstija reSenja koja imaju netrivijalnu zavisnost od p i podsecaju na razvoj
po multipolima

— dobijeno reSenje je statitko ali nije Schwarzschild; u asimptotskoj oblasti
je de Sitter

— r i t imaju i ovde kontinualne spektre, x? diskretne

— moZe se pokazati da je impuls pg van A: poletna algebra je prosirena
jednim generatorom

Maja Buri¢ (BU) Jedan nekomutativni kosmoloski model Div&ibare 2013 19 /19



	Formalizam
	`Fuzzy' sfera
	Kosmološki model
	Staticka rešenja

