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Uvod

Grose-Vulkenharov (GV) model

Nekomutativni prostor:

[xµ, xν] = iθµν, θµν = const.

Dejstvo za Grose-Vulkenharov (Grosse, Wulkenhaar, ’03.) model:

S =

∫
1
2
∂µφ? ∂

µφ+
µ2

0

2
φ?φ+

Ω2

4
(x̄φ)? (x̄φ) +

λ
4!
φ?φ?φ?φ

x̄µ = (θµν)−1xν

Mojal-Vajlov proizvod:

χ(x) ? φ(x) = e
i
2θ

µν∂µ∂′νχ(x)φ(x′)
∣∣∣∣
x′→x
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Uvod

Klasični kalibracioni model

Odsečena Hajzenbergova algebra u 3d:

[µx̂1, µx̂2] = iε(1 − µ̄x̂3), [µx̂1, µ̄x̂3] = iε(µx̂2µ̄x̂3 + µ̄x̂3µx̂2),

[µx̂2, µ̄x̂3] = −iε(µx̂1µ̄x̂3 + µ̄x̂3µx̂1)

Jang-Milsovo dejstvo (x̂3 = 0, Â3 = φ̂) (Burić, Grosse, Madore,
’10.) :

SYM =
1
2

Tr
(
(1 − ε2)(F12)2

− 2(1 − ε2)µF̂12φ̂+ (5 − ε2)µ2φ̂2

+ 4iεF̂12φ̂
2 + (D1φ̂)2 + (D2φ̂)2

− ε2
{p̂1 + Â1, φ̂}

2
− ε2
{p̂2 + Â2, φ̂}

2
)
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Uvod

Kvantizacija

Prostor konstantne nekomutativnosti: θµν = ε
µ2 ε

µν

Euklidska signatura: x̃µ = εµνxν

Jang-Milsovo dejstvo (Aα → iAα, φ→ iφ):

SYM = −
1
2

∫
+ a(F12)2

− 2aµF12 ? φ+ (4 + a)µ2φ ? φ

+ 4iεF12 ? φ ? φ+ [p1 + A1
?, φ]2 + [p2 + A2

?, φ]2

− ε2
{p1 + A1

?, φ}2 − ε2
{p2 + A2

?, φ}2,

gde su:
a = 1 − ε2, {xµ ?, φ} = 2xµφ,

∂αφ = [pα ?, φ], Dαφ = [pα + Aα ?, φ].

Fiksiranje kalibracije i duhovi:

Sgf =
a
2

∫
(∂µAµ)2, Sgh = −

∫
c̄∂α(∂αc + i[Aα ?, c]).
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Uvod

Kvantizacija

Kvantno dejstvo:

S = SYM + Sgf + Sgh = Skin + Sint

Skin = −
1
2

∫
aAα�Aα + 2aµεαβ(∂aAβ)φ+ φ�φ

− (4 + a)µ2φ2
− 4µ2xαxαφ2 + 2c̄�c

Sint = −
1
2

∫
4εεαβ(∂αAβ + iAα ? Aβ) ? φ2

− 2i(∂αφ)[Aα ?, φ]

+ 2iaµεαβAα ? Aβφ − 2iaεαβ∂αAβεγβAγ ? Aδ

+ a(εαβAα ? Aβ)2 + [Aα ?, φ][Aα ?, φ] − ε2
{Aα ?, φ}{Aα ?, φ}

+ 2µ2εεαβ{xα ?, φ}{Aβ ?, φ} − ic̄∂α[Aα ?, c]
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Uvod

Kvantizacija

Multiplet polja

Skin = −
1
2

∫
(Aµ φ)

(
a�δµν −aµεµξ∂ξ

aµενη∂η K−1
− aµ2

) (
Aν

φ

)
+ 2c̄�c,

K−1 = � − 4µ4xαxα − 4µ2

Melerov kernel u 2d:

K(x , y) = −
1

8π

∫
∞

0

ωdτ
sinhωτ

e−
µ2

2 ((x−y)2 coth ωτ
2 +(x+y)2 tanh ωτ

2 )−ωτ

K̃(p,q) = −
π

4µ4

∫
∞

0

ωdτ
sinhωτ

e
−

1
8µ2 ((p+q)2 coth ωτ

2 +(p−q)2 tanh ωτ
2 )−ωτ
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Propagatori i verteksi

Propagatori

Notacija: p ∧ q = ε
µ2 εµνpµqν, p̃µ = εµνpν.

Propagatori:〈
φ(r)φ(s)

〉
= K(r , s),〈

Aα(r)φ(s)
〉

= −iµ
r̃α

r2 K(r , s),〈
Aα(r)Aβ(s)

〉
= (−iµ)2 r̃αs̃β

r2s2 K(r , s) −
(2π)2

a
δαβδ(r + s)

r2 .

Rekurentne relacije:〈
Aα(r)φ(s)

〉
= −iµ

r̃α

r2

〈
φ(r)φ(s)

〉
,〈

Aα(r)Aβ(s)
〉

= −iµ
r̃α

r2

〈
φ(r)Aβ(s)

〉
−

(2π)2

a
δαβδ(r + s)

r2 .
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Propagatori i verteksi

Propagatori

Ciklični proizvod Melerovih kernela:

Kn(p1, . . . ,pm |pm+1, . . . ,p2n)

=
(n −m)!

n!

∑
π

K(pπ1 ,pπ2)K(pπ3 ,pπ4) · · ·K(pπ2n−1 ,pπ2n ).

Oznake:

PFGij = −
〈
F(r)G(s)(i)(j)

〉
,

Pφ(r)φ(s)ij = Pφφij ,

Pφ(r)Aβ(s)ij = PφAij ,

PAα(r)φ(s)ij = PAφij ,

PAα(r)Aβ(s)ij = PAAij .
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Propagatori i verteksi

Verteksi

Sint = (1) + (2) + . . .+ (10)

(1) = −
2iε

(2π)4

∫
dp dq dk δ(p + q + k) cos

p ∧ q
2

p̃µAµ(p)φ(q)φ(k)

(2) =
2i

(2π)4

∫
dp dq dk δ(p + q + k) sin

p ∧ q
2

pµφ(p)φ(q)Aµ(k)

(3) = −
4iεµ2

(2π)4

∫
dp dq dk δ(p + q + k) cos

p ∧ q
2

∂

∂p̃µ
φ(p)φ(q)Aµ(k)

(4) = −
aµ

(2π)4

∫
dp dq dk δ(p + q + k) sin

p ∧ q
2

εµνAµ(p)Aν(q)φ(k)

(5) =
ia

(2π)4

∫
dp dq dk δ(p + q + k) sin

p ∧ q
2

εµνk̃ρAµ(p)Aν(q)Aρ(k)

(6) =
2i

(2π)4

∫
dp dq dk δ(p + q + k) sin

p ∧ q
2

pµc̄(p)c(q)Aµ(k)
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Propagatori i verteksi

Verteksi

(7) =
2

(2π)6

∫
dp dq dp′dq′ δ(p + q + p′+ q′) sin

p ∧ q
2

sin
p′∧ q′

2
δµνAµ(p)φ(q)Aν(p′)φ(q′)

(8) =
2ε2

(2π)6

∫
dp dq dp′dq′ δ(p + q + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
δµνAµ(p)φ(q)Aν(p′)φ(q′)

(9) = −
2ε

(2π)6

∫
dp dq dp′dq′ δ(p + q + p′+ q′) sin

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2

× εµνAµ(p)Aν(q)φ(p′)φ(q′)

(10) =
a

2(2π)6

∫
dp dq dp′dq′ δ(p + q + p′+ q′) sin

p ∧ q
2

sin
p′∧ q′

2

× εµνερσAµ(p)Aν(q)Aρ(p′)Aσ(q′)
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Propagatori i verteksi

Matrica propagatora

P̂ =


Pαβ

AA Pα
φA

Pβ
φA P

φφ


Pφφ =

∑
i≤j≤6

(2 − δij)Pφφij +
∑

7≤k≤10

Pφφk

Pα
φA =

∑
i≤j≤6

(2 − δij)Pα
φAij +

∑
7≤k≤10

Pα
φAk = −iµ

r̃α

r2 Pφφ + P′αφA

Pαβ
AA =

∑
i≤j≤6

(2 − δij)P
αβ
AAij +

∑
7≤k≤10

Pαβ
AAk

= −µ2 r̃αs̃β

r2s2 Pφφ − iµ
r̃α

r2 P′β
φA − iµ

s̃β

s2 P′αφA + P′αβAA
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Propagatori i verteksi

Matrični elementi

Kombinovanje doprinosa:

Pφφ = + Pφφ11 + 2Pφφ12 + 2Pφφ13 + 2P′φφ15 + Pφφ22 + 2Pφφ23

+ 2P′φφ25 + Pφφ33 + 2P′φφ35 + P′φφ45 + P′φφ55 + Pφφ66

+ Pφφ7 + Pφφ8 + Pφφ9 + Pφφ10

P′αφA = analogni zbir članova P′αφAij

P′αβAA = analogni zbir članova P′αβAAij
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Amputirani propagatori

Amputirani propagatori

Kinetička matrica:

Ĝ−1 = −(2π)2aδ(p+q)


p2δµν iµp̃µ

iµq̃ν µ2

+K−1(p,q)


0 0

0 1


Matrica amputiranih propagatora:

Π̂(p,q) =
1

(2π)4

∫
dr ds Ĝ−1(p,−r)P̂(r , s)Ĝ−1(−s,q)
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Amputirani propagatori

Propagatori

Πµν(p,q) = + a2p2q2P′µνAA (p,q)

Πµ(p,q) = − ia2µp2q̃ρP
′µρ
AA (p,q) −

a
(2π)2 p2

∫
dk P′µ

φA (p, k )K−1(−k ,q)

Πν(p,q) = − ia2µq2p̃ρP
′ρν
AA (p,q) −

a
(2π)2 q2

∫
dk K−1(p,−k )P′νφA (k ,q)

Π(p,q) = − a2µ2p̃ρq̃σP
′ρσ
AA (p,q)

+
iaµ

(2π)2 p̃ρ

∫
dk P′ρ

φA (p, k )K−1(−k ,q) +
(
p ←→ q

)
+

1
(2π)4

∫
dp′dq′ K−1(p,−p′)Pφφ(p′,q′)K−1(−q′,q)
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Amputirani propagatori

Amputirani propagator

Παβ(r , s) =

− 4δαβδ(r + s)

∫
dp

sin2 p∧r
2

p2

+ 4a2(4(r · s)δαβ − 5rαsβ)δ(r + s)

∫
dp

sin2 p∧r
2

(p − r
2 )2(p + r

2 )2

− 16δ(r + s)

∫
dp sin2 p ∧ r

2
pαpβ

(p − r
2 )2(p + r

2 )2

−
16µ2

(2π)2ε

εαβ

(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ q
2

K(p,q)

+
8aµ4

(2π)2ε

(r + s)α s̃β − (r + s)β r̃α − 1
2 (r + s)2εαβ

(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ q
2

1
p2q2 K(p,q)

+
8ε

(2π)2

(r + s)α s̃β − (r + s)β r̃α − 1
2 (r + s)2εαβ

(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

K(p,q)

+
8aµ2

(2π)2 r̃α s̃β
∫

dp dq δ(−r − s + p + q) sin
p ∧ r

2
sin

q ∧ s
2

p · q
p2q2(p − r)2 K(p,q)

−
8aµ2

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
p̃αq̃β

p2q2 K(p,q)

+
4aµ2

(2π)2a

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
pαqβ

p2q2 K(p,q)
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Amputirani propagatori

Amputirani propagator

−
4

(2π)2 δ
αβ

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
K(p,q)

−
4ε2

(2π)2 δ
αβ

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
K(p,q)

+
16εµ2

(2π)2
εαβ(r + s)µ

(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

∂
∂pµ

K(p,q)

−
8εµ2

(2π)4
(r + s)α s̃β − (r + s)β r̃α

(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq dk δ(p + q + k) cos

p ∧ q
2

K2(p,q, k , r + s)

+
8ε2

(2π)4 r̃α s̃β
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos
p ∧ q

2
cos

p′∧ q′

2
K2(p,q,p′,q′)

+
8

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sin

p ∧ q
2

sin
p′∧ q′

2
pαp′β K2(p,q,p′,q′)

+
8a2µ8

(2π)4ε2 r̃α s̃β
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx
p ∧ q

2
sinx

p′∧ q′

2
1

p2q2p′2q′2
K2(p,q,p′,q′)

−
16aµ4

(2π)4ε

(r + s)α s̃β − (r + s)β r̃α

(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq dk δ(p + q + k) sinx

p ∧ q
2

1
(p + q)2 K2(p,q, k , r + s)

+
16aεµ4

(2π)4
(r + s)α s̃β − (r + s)β r̃α

(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq dk δ(p + q + k) cos

p ∧ q
2

(p + q)µ

(p + q)2
∂
∂pµ

K2(p,q, k , r + s)

+
32ε2µ4

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
∂2

∂p̃α∂p̃′
β

K2(p,q,p′,q′)
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Amputirani propagatori

Amputirani propagator

+

[
−

16aµ4

(2π)2ε
r̃α

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
qβ

p2q2(p − r)2 K(p,q)

+
16εµ2

(2π)2
r̃α

(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

∂
∂pβ

K(p,q)

−
8aµ2

(2π)2
r̃α

(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ q
2

p̃β

p2 K(p,q)

+
8

(2π)2
r̃α

(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ q
2

p̃β K(p,q)

+
8aµ4

(2π)4 r̃α s̃β
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx
p ∧ q

2
cos

p′∧ q′

2
1

p2q2 K2(p,q,p′,q′)

+
8aµ4

(2π)4ε
r̃α

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

sin
p′∧ q′

2
p′β

p2q2 K2(p,q,p′,q′)

+
8ε

(2π)4 s̃β
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sin
p ∧ q

2
cos

p′∧ q′

2
pα K2(p,q,p′,q′)

−
16aµ6

(2π)4 s̃β
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos
p ∧ q

2
sin

p′∧ q′

2
1

p′2q′2
∂

∂p̃α
K2(p,q,p′,q′)

−
16ε2µ2

(2π)4 r̃α
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos
p ∧ q

2
cos

p′∧ q′

2
∂

∂p̃′
β

K2(p,q,p′,q′)

−
16εµ2

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

sin
p′∧ q′

2
p′β

∂

∂p̃α
K2(p,q,p′,q′)

]
+

[
(r , α)←→ (s, β)

]
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Amputirani propagatori

Amputirani propagator

Πα(r , s) =

+
16iaµ5

ε(2π)2
sα

s2(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ q
2

1
p2 K(p,q)

+
8iµ

(2π)2
r̃α

s2(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ q
2

(p · s) K(p,q)

+
4iµ

(2π)2
s̃α

s2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
K(p,q)

+
4iε2µ

(2π)2
s̃α

s2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
K(p,q)

−
4iµ

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
q̃α

q2 K(p,q)
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Amputirani propagatori

Amputirani propagator

+
4iε2µ

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
q̃α

q2 K(p,q)

−
8iεµ

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
pα

p2 K(p,q)

−
8iaµ5

(2π)2ε

1
s2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sinx
q ∧ s

2
pα

p2q2 K(p,q)

−
32iµ3

(2π)2 r̃α
∫

dp dq δ(−r − s + p + q) sinx
p ∧ r

2
cos

q ∧ s
2

1
p2(p − r)2 K(p,q)

+
8iµ

(2π)2 (2 − a)r̃α
∫

dp dq δ(−r − s + p + q) sin
p ∧ r

2
sin

q ∧ s
2

p · s
p2(p − r)2 K(p,q)

+
8iaµ

(2π)2 r̃α
∫

dp dq δ(−r − s + p + q) sin
p ∧ r

2
sin

q ∧ s
2

p · q
p2(p − r)2 K(p,q)

−
16iaµ3

(2π)ε

 µ2

s2 +
2
a

 ∫ dp dq δ(−r − s + p + q) sin
p ∧ r

2
sinx

q ∧ s
2

pα

p2(p − r)2 K(p,q)

−
16iaµ5

(2π)2ε

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sinx
q ∧ s

2
pα

p2q2(p − r)2 K(p,q)

−
32iaµ7

(2π)2ε2
r̃α

s2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ r
2

sinx
q ∧ s

2
1

p2q2(p − r)2 K(p,q)

−
16iεµ3

(2π)2
sα(r + s)µ − r̃α s̃µ

s2(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

∂
∂pµ

K(p,q)
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Amputirani propagatori

Amputirani propagator

−
32iεµ3

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
p · r

p2(p − r)2
∂
∂qα

K(p,q)

+
64iεµ3

(2π)
rµ

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
pα

p2(p − r)2
∂
∂qµ

K(p,q)

−
32iεµ3

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
pαpµ

p2(p − r)2
∂
∂qµ

K(p,q)

+
16iµ3

(2π)4
r̃α

s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
K2(p,q,p′,q′)

+
24iεµ

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sin

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
pα K2(p,q,p′,q′)

+
16iaµ3

(2π)4
1
s2

( a
ε

+
ε
a

) ∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sin

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
pα K2(p,q,p′,q′)

+
32iaµ3

(2π)4 r̃α
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos
p ∧ q

2
sinx

p′∧ q′

2
1

p′2
K2(p,q,p′,q′)

+
16iaµ3

(2π)4
1 + a
ε

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sin

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
pα

p′2
K2(p,q,p′,q′)

+
24iaµ5

(2π)4 r̃α
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx
p ∧ q

2
cos

p′∧ q′

2
1

p2q2 K2(p,q,p′,q′)
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+
16iaµ7

(2π)4ε2
r̃α

s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
1

p2q2 K2(p,q,p′,q′)

+
32ia2µ7

(2π)4ε2 r̃α
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx
p ∧ q

2
sinx

p′∧ q′

2
1

p2q2p′2
K2(p,q,p′,q′)

−
32iε2µ3

(2π)4 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq dk δ(p + q + k) cos

p ∧ q
2

∂

∂̃lα
K2(p,q, k , l)

∣∣∣∣∣∣l=r+s

−
64iaµ5

(2π)4 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq dk δ(p + q + k) sinx

p ∧ q
2

1
(p + q)2

∂

∂̃lα
K2(p,q, k , l)

∣∣∣∣∣∣l=r+s

−
16iεµ3

(2π)4

[
(ar + 2s)α sin

r ∧ s
2
− 2εr̃α cos

r ∧ s
2

] ∫
dp dq dk δ(p + q + k) cos

p ∧ q
2

pµ

p2
∂
∂pµ

K2(p,q, k , r + s)

−
48iε2µ3

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
∂

∂p̃α
K2(p,q,p′,q′)

−
32iε2µ5

(2π)4
1
s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
∂

∂p̃α
K2(p,q,p′,q′)

−
16iε2µ3

(2π)4
r̃αsµ

s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
∂
∂pµ

K2(p,q,p′,q′)

−
16iεµ3

(2π)4 (3 − 2a)
sµ

s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sin

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
pα

∂

∂p′µ
K2(p,q,p′,q′)

+
32iεµ3

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sin

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
pαp′µ

p′2
∂

∂p′µ
K2(p,q,p′,q′)
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+
32iε2µ3

(2π)4 r̃α
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos
p ∧ q

2
cos

p′∧ q′

2
pµ

p2
∂
∂pµ

K2(p,q,p′,q′)

−
32iaµ5

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
1

p′2
∂

∂p̃α
K2(p,q,p′,q′)

+
16iaµ7

(2π)4
r̃αsµ

s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
1

p2q2
∂
∂pµ

K2(p,q,p′,q′)

+
32iaµ7

(2π)4 r̃α
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx
p ∧ q

2
cos

p′∧ q′

2
p′µ

p2q2p′2
∂

∂p′µ
K2(p,q,p′,q′)

−
64iε2µ5

(2π)4 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq dk δ(p + q + k) cos

p ∧ q
2

pµ

p2
∂2

∂pµ ∂̃lα
K2(p,q, k , l)

∣∣∣∣∣∣
l=r+s

+
32iε2µ5

(2π)4
sµ

s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
∂2

∂p̃α∂p′µ
K2(p,q,p′,q′)

−
64iε2µ5

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
p′µ

p′2
∂2

∂p̃α∂p′µ
K2(p,q,p′,q′)

−
8ia2µ9

(2π)4ε2 r̃α
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx
p ∧ q

2
sinx

p′∧ q′

2
1

p2q2p′2q′2
K2(p,q,p′,q′)

−
32iε2µ5

(2π)4

s̃β
s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
∂2

∂p̃α∂p̃′
β

K2(p,q,p′,q′)
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+
16iεµ3

(2π)2
sα(r + s)µ

s2(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

∂
∂pµ

K(p,q)

−
8iaµ3

(2π)2 r̃α
∫

dp dq δ(−r − s + p + q) sin
p ∧ r

2
sin

q ∧ s
2

p · q
p2q2(p − r)2 K(p,q)

+
8iaµ3

(2π)2

s̃β
s2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
p̃αq̃β

p2q2 K(p,q)

−
4iaµ3

(2π)2

s̃β
s2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
pαqβ

p2q2 K(p,q)

−
8iµ

(2π)4

s̃β
s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sin

p ∧ q
2

sin
p′∧ q′

2
pαp′β K2(p,q,p′,q′)

+

[
16iaµ7

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

sin
p′∧ q′

2
1

p′2q′2
∂

∂p̃α
K2(p,q,p′,q′)

+
8iaµ5

(2π)4 r̃α
∫

dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx
p ∧ q

2
cos

p′∧ q′

2
1

p2q2 K2(p,q,p′,q′)

−
8iaµ5

(2π)4ε

r̃α s̃β
s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

sin
p′∧ q′

2
p′β

p2q2 K2(p,q,p′,q′)

+
16iaµ5

(2π)2ε

r̃α s̃β
s2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
qβ

p2q2(p − r)2 K(p,q)
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+
16iε2µ3

(2π)4

r̃α s̃β
s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
∂

∂p̃′
β

K2(p,q,p′,q′)

+
16iεµ3

(2π)4

s̃β
s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

sin
p′∧ q′

2
p′β

∂

∂p̃α
K2(p,q,p′,q′)

−
16iεµ3

(2π)2

r̃α s̃β
s2(r + s)2 sin

r ∧ s
2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

∂
∂pβ

K(p,q)

+
8iaµ3

(2π)2

r̃α s̃β
s2(r + s)2 sin

r ∧ s
2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ q
2

p̃β

p2 K(p,q)

−
8iεµ

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sin

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
pα K2(p,q,p′,q′)

−
8iµ

(2π)2

r̃α s̃β
s2(r + s)2 sin

r ∧ s
2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ q
2

p̃β K(p,q)

]
+

[
(r , α)←→ (s, β)

]
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Π(r , s) =

+
8
a
δ(r + s)

∫
dp
p2

+ 4
µ2

r2 δ(r + s)

∫
dp

sin2 p∧r
2

p2

− 8δ(r + s)

∫
dp

cos2 p∧r
2

p2

− 8µ2δ(r + s)

∫
dp

sin2 p∧r
2

(p − r
2 )2(p + r

2 )2

+ 16
µ2

r4 δ(r + s)

∫
dp

sin2 p∧r
2

(p − r
2 )2(p + r

2 )2

[
p4 +

1
4

p2r2
− (p · r)2

]

+
32

(2π)2
µ2

(r + s)2

[
1 −

4
a

µ2

(r + s)2

]
cos

r ∧ s
2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ q
2

K(p,q)

−
64aµ8

(2π)2ε2
1

r2s2(r + s)2 sinx
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ q
2

1
p2 K(p,q)

+
8µ4

(2π)2

 a
ε2

(
3µ4

r2s2 +
4µ2

(r + s)2

)
sinx

r ∧ s
2

+ 2
(
1 +

2µ2

(r + s)2

)
cos

r ∧ s
2

 ∫ dp dq δ(−r − s + p + q) sinx
p ∧ q

2
1

p2q2 K(p,q)
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−
2

(2π)2

ε2
(

4µ2

(r + s)2 +
9
a
− 1

)
cos

r ∧ s
2
− 4

(
µ4

r2s2 −
4µ2

(r + s)2 + 12
(
1 +

1
a

)
µ4

(r + s)4

)
sinx

r ∧ s
2


×

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

K(p,q)

+
16ε2

(2π)2a
1

(r + s)2 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

p2 K(p,q)

−
8ε2µ2

(2π)2
1

(r + s)2 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

(p · q)2

p2q2 K(p,q)

+
8

(2π)2
(r − s)µ

(r + s)2 sin
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ q
2

pµ K(p,q)

+
4µ2

(2π)2

[
rµ

r2 −
sµ

s2

] [
1 −

2aµ2

(r + s)2

]
sin

r ∧ s
2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ q
2

pµ
p2 K(p,q)

+
4ε2µ2

(2π)2

[
rµ

r2 +
sµ

s2

]
cos

r ∧ s
2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

pµ
p2 K(p,q)

−
64µ6

(2π)2
(r + s)µ

(r + s)2 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ q
2

pµ
p4q2 K(p,q)

+
32ε2

(2π)2a

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
K(p,q)
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+
16ε2

(2π)2a

(
r2 + s2 + ε2r · s

) ∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
1

(p − r)2 K(p,q)

+
4ε2µ2

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
p · q
p2q2 K(p,q)

−
32aµ8

(2π)2ε2
1

r2s2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ r
2

sinx
q ∧ s

2
1

p2q2 K(p,q)

+
96aµ8

(2π)2ε2

[ 1
r2 +

1
s2

] ∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ r
2

sinx
q ∧ s

2
1

p2q2(p − r)2 K(p,q)

+
8µ4

(2π)2
1

r2s2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
(p · r)(q · s)

p2q2 K(p,q)

+
4µ2

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
p · q
p2q2 K(p,q)

−
8aµ4

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
p · q

p2q2(p − r)2 K(p,q)

−
8a

(2π)2 (r · s)

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
1

(p − r)2 K(p,q)

−
8a

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
p · q

(p − r)2 K(p,q)

+
8εµ2

(2π)2

(
1 +

1
a

) (r̃ − s̃)µ

(r + s)2 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ q
2

∂
∂pµ

K(p,q)
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+
32

(2π)2
µ2

(r + s)2

− µ4

r2s2 (r + s)µ sinx
r ∧ s

2
+

4ε2

a
µ2

(r + s)2 (r + s)µ cos
r ∧ s

2
−
ε3

4a
(r̃ − s̃)µ sin

r ∧ s
2

+ εµ2
(

r̃µ

r2 −
s̃µ

s2

)
sin

r ∧ s
2


×

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

∂
∂pµ

K(p,q)

+
8εµ2

(2π)2

(
1 −

3
a

) 1
(r + s)2 cos

r ∧ s
2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ q
2

p̃µ
∂
∂pµ

K(p,q)

−
8εµ2

(2π)2

(
7 −

9
a

) 1
(r + s)2 cos

r ∧ s
2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ q
2

q̃µ
∂
∂pµ

K(p,q)

+
32µ6

(2π)2
(r + s)µ

(r + s)2 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ q
2

1
p2q2

∂
∂pµ

K(p,q)

−
64ε2µ4

(2π)2a
1

(r + s)2 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

∂2

∂pµ∂pµ
K(p,q)

−
16ε2µ2

(2π)4

 2a
ε2

µ2

(r + s)2 sinx
r ∧ s

2
+ cos

r ∧ s
2

 ∫ dp dq dk δ(p + q + k) cos
p ∧ q

2
K2(p,q, k , r + s)

−
32aµ4

(2π)4

 2a
ε2

µ2

(r + s)2 sinx
r ∧ s

2
+ cos

r ∧ s
2

 ∫ dp dq dk δ(p + q + k) sinx
p ∧ q

2
1

(p + q)2 K2(p,q, k , r + s)

−
32ε2µ2

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
K2(p,q,p′,q′)

−
64aµ6

(2π)4
1

r2s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
K2(p,q,p′,q′)
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−
128a2µ6

(2π)4ε2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
1

p2p′2
K2(p,q,p′,q′)

−
8a2µ10

(2π)4ε2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
1

p2q2p′2q′2
K2(p,q,p′,q′)

−
32ε2µ4

(2π)4
(r + s)µ

(r + s)2 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq dk δ(p + q + k) cos

p ∧ q
2

∂
∂lµ

K2(p,q, k , l)
∣∣∣∣∣l=r+s

−
64aµ6

(2π)4
(r + s)µ

(r + s)2 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq dk δ(p + q + k) sinx

p ∧ q
2

1
(p + q)2

∂
∂lµ

K2(p,q, k , l)
∣∣∣∣∣l=r+s

−
64ε2µ4

(2π)4

 a
ε2

µ2

(r + s)2 sinx
r ∧ s

2
+ cos

r ∧ s
2

 ∫ dp dq dk δ(p + q + k) cos
p ∧ q

2
pµ

p2
∂
∂pµ

K2(p,q, k , r + s)

−
64ε2µ6

(2π)4
(r + s)µ

(r + s)2 cos
r ∧ s

2

∫
dp dq dk δ(p + q + k) cos

p ∧ q
2

pν

p2
∂2

∂lµ∂pν
K2(p,q, k , l)

∣∣∣∣∣∣l=r+s

−
128ε2µ6

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
pµp′ν

p2p′2
∂2

∂pµ∂p′ν
K2(p,q,p′,q′)
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+

[
−

4µ2

(2π)2
1
r2 sin

r ∧ s
2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ q
2

p · r
p2 K(p,q)

−
4ε2µ2

(2π)2
1
r2 cos

r ∧ s
2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ q
2

p · r
p2 K(p,q)

+
16µ4

(2π)2
1
r2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
1

p2 K(p,q)

+
64µ2

(2π)2a

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
1

(p − r)2 K(p,q)

+
16ε2

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
p · r

(p − r)2 K(p,q)

−
8a

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
p · s

(p − r)2 K(p,q)

+
8(2 − a)

(2π)2 µ2
∫

dp dq δ(−r − s + p + q) sin
p ∧ r

2
sin

q ∧ s
2

p · s
p2(p − r)2 K(p,q)

+
8aµ2

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

sin
q ∧ s

2
p · q

p2(p − r)2 K(p,q)

−
32µ4

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
1

p2(p − r)2 K(p,q)

−
32aµ8

(2π)2ε2
1

r2s2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ r
2

sinx
q ∧ s

2
1

p2(p − r)2 K(p,q)
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−
128µ4

(2π)2

(
1 +

1
a

) ∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ r
2

sinx
q ∧ s

2
1

(p − r)4 K(p,q)

−
32εµ2

(2π)2

(
1 −

2
a

)
r̃µ

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
1

(p − r)2
∂
∂pµ

K(p,q)

+
32εµ2

(2π)2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
p̃µ

(p − r)2
∂
∂pµ

K(p,q)

−
64ε2µ2

(2π)2a

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
(p − r)µ

(p − r)2
∂
∂pµ

K(p,q)

+
128ε2µ4

(2π)2a

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
(p − r)µ

(p − r)4
∂
∂pµ

K(p,q)

+
64µ6

(2π)2
rµ

r2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sinx

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
1

p2(p − r)2
∂
∂qµ

K(p,q)

−
32εµ4

(2π)2
r̃µ

r2

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) sin

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
p · r

p2(p − r)2
∂
∂qµ

K(p,q)

−
64ε2µ4

(2π)2a

∫
dp dq δ(−r − s + p + q) cos

p ∧ r
2

cos
q ∧ s

2
1

(p − r)2
∂2

∂pµ∂pµ
K(p,q)

−
64aµ4

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
1

p2 K2(p,q,p′,q′)

−
32µ6

(2π)4
2 + a
1 + a

1
s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
1

p2 K2(p,q,p′,q′)
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+
16aµ6

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
1

p2q2 K2(p,q,p′,q′)

+
32a2µ8

(2π)4ε2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
1

p2q2p′2
K2(p,q,p′,q′)

−
32µ6

(2π)4 (2 − 3a)
rµ

r2s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
∂
∂pµ

K2(p,q,p′,q′)

−
64ε2µ4

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
pµ

p2
∂
∂pµ

K2(p,q,p′,q′)

+
32aµ6

(2π)4
rµ

r2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
1

p′2
∂
∂pµ

K2(p,q,p′,q′)

+
16aµ6

(2π)4
rα

r2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

sin
p′∧ q′

2
1

p′2q′2
∂
∂pα

K2(p,q,p′,q′)

+
16aµ8

(2π)4
sµ

s2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) sinx

p ∧ q
2

cos
p′∧ q′

2
1

p2q2
∂
∂pµ

K2(p,q,p′,q′)

−
128aµ6

(2π)2

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
pµ

p2p′2
∂
∂pµ

K2(p,q,p′,q′)

+
32aµ8

(2π)4

∫
dp dq dp′dq′δ(−r + p + q)δ(−s + p′+ q′) cos

p ∧ q
2

sinx
p′∧ q′

2
pµ

p2p′2q′2
∂
∂pµ

K2(p,q,p′,q′)
]

+

[
r ←→ s

]
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